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Resumen—Sea k un entero positivo. A partir de una base
del espacio vectorial F2* construimos, de forma iterativa, unos
subconjuntos de F2* que resultan ser los soportes de funciones
bent de 2k variables. Proporcionamos también el nimero de
funciones bent que podemos obtener con esta técnica y vemos
que podemos obtener todas las funciones bent de 4 variables.
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I. INTRODUCCION

Las funciones booleanas se utilizan en distintas aplicaciones
criptogréficas tales como cifrado en bloque, cifrado en flujo
y funciones hash [1], [4], [14], [16]. Para un niimero par n
de variables, las funciones booleanas de maxima no linealidad
son las llamadas funciones bent [7], [22], [24]. El nombre bent
para dichas funciones se debe a Rothaus [21], aunque su origen
se remonta a un articulo de McFarland [15] sobre conjuntos de
diferencias en grupos no ciclicos. Existen diferentes métodos
para obtener funciones bent, la mayoria de ellos estan basados
en la forma normal algeraica de una funcién booleana (véase,
por ejemplo, [3], 5], [6], [11], [12], [13], [15], [17], [21],
[24], [26]). Sin embargo, hay muy pocas construcciones de
funciones bent basadas en el soporte (o equivalentemente, en la
tabla de verdad) de funciones booleanas (por ejemplo, la clase
de funciones bent conocida como partial spread introducida
por Dillon [11]). Una construcciéon explicita de este tipo de
funciones bent puede verse en [9].

Tanto el uso de la forma normal algebraica como la tabla
de verdad tienen ventajas y desventajas. Por ejemplo, la
forma normal algebraica de una funcién booleana f(x) de
n variables proporciona directamente su grado y, si éste es
mayor que n/2, podemos afirmar que f(x) no es una funcién
bent (véase [21]); sin embargo, no conocemos el nimero de
elementos de su soporte (es decir, su peso). Por otro lado, si
conocemos la tabla de verdad de f(x), entonces sabemos si
su poporte tiene el nimero de elementos para ser una funcién
bent o no, aunque no conocemos su grado. Para ver la relacién
entre la forma normal algebraica de una funcién booleana y
su soporte, véase, por ejemplo [8].

El resto del articulo estd organizado como sigue. Primero,
en la seccion II introducimos algunas definiciones bdsicas y
la notacién que utilizaremos en lo sucesivo. En la seccién III,
partiendo de una base de F2* introducimos unos subconjuntos
de F2* que son los soportes de funciones bent de 2k variables
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e introducimos algunos resultados que nos permitirdn contar
el nimero de funciones bent que podemos obtener mediante
dichos conjuntos. En la secciéon IV ampliamos la construccién
de la seccién III y finalmente, en la secciéon V, presentamos
algunas conclusiones y algunos problemas abiertos.

II. PRELIMINARES

Sea [Py el cuerpo binario con la adicién denotada por @ y
la multiplicacién denotada por yuxtaposicién. Para cualquier
entero positivo n, es bien conocido que F%5 es un espacio vec-
torial sobre I, con la adicién usual (denotada también por ).
Siparai=0,1,2,...,2" — 1, denotamos por ¢ la expansién
binaria de ¢ de n digitos, entonces F§ = {4 | 0 <1 < 2" —1}.
Ademds, denotamos por Env {u,us,...,u;} el subespacio
vectorial de 5 generado por los vectores wui,usg,...,u; €
F%. Decimos que el conjunto {wq,us,...,u;} es una base
de Gauss-Jordan de cardinalidad ! si la matriz cuyas filas
son los vectores wq,uo,...,u; estd en forma escalonada
reducida (véase también [2], [10]). Ademds, si S C F5 y
a®S ={a®u| u e S} para a € Fj, entonces es

evidente que |a eSS | = |S|7 donde |S | denota el nimero de
elementos de S. Utilizaremos esta propiedad sin mencionarla
explicitamente.

Una funcién booleana de n variables es una aplicacién
f : Ty — Fy. El conjunto de todas las funciones booleanas
de n variables se denota por B,, y es un espacio vectorial con la
adicién (denotada también por ) de dimensién 2" sobre Fs.
La funcién complementaria de f € B,, es la funcién booleana
1@ f.

Si f € B,, llamamos tabla de verdad de f (véase, por
ejemplo, [18], [19]), a la secuencia binaria de longitud 2"
dada por

§£=(f(0), f(1),..., f(2" = 1)).

Llamamos soporte de f, y escribimos Sop (f), al conjunto de
vectores de 'y cuya imagen por f es 1, es decir,

Sop (f) ={a €F3 | f(a)=1}.

Ademds, llamamos peso de f, y lo denotamos por w(f), al
nimero de 1 de la tabla de verdad de f vy, por tanto, w(f) =
| Sop (/) |.

Si f,g € B,, es ficil comprobar que Sop(f Hg) =
Sop (f) A Sop (g), donde A denota la diferencia simétrica de



conjuntos. En consecuencia, Sop (1@ f) = F5 \ Sop (f) vy,
por tanto, w(l & f) = 2" — w(f).

Ademds, si f € B, y a € F}, entonces Sop (go) = a ®
Sop (f), donde g, € B,, es la funcién booleana de n variables
dada por gq(z) = f(a ® ) para todo = € F7.

Decimos que f € B, es equilibrada si w(f) = 2"~1. Es
evidente que f es equilibrada si y s6lo si 1@ f es equilibrada.

Decimos que f € B,, es una funcién afin si

f(x) =

donde a € F3, b € Fo y (a,x) es el producto escalar usual de
los vectores a y . Si b = 0, decimos que f es una funcién
lineal. Las funciones afines son equilibradas, pero no todas
las funciones equilibradas son afines.

Definimos la no linealidad de una funcién f € B,, como

NL(f) = min{d(f,¢) | ¢ € An}

donde A, es el conjunto de todas las funciones afines y
d(f,¢) = w(f @ ¢) es la distancia entre f y ¢. La no
linealidad de f estd acotada superiormente (véase [16], [24])
por

(a,z) ®D,

NL(f) <2t —23-1,

Llamamos funciones bent a las funciones booleanas que
alcanzan la maxima no linealidad (véase [16], [24]). Por tanto,
las funciones bent solamente existen para n par.

El resultado siguiente proporciona una caracterizaciéon de
las funciones bent.

Teorema 1 ([23], [24]): Sea f(x) una funcion booleana de
n variables con n par. Son equivalentes:
(@) f(x) es una funcién bent.
(b) La funcion booleana f(x) @ f(a
para todo a € Fy \ {0}.
(¢c) El numero de 1 en la tabla de verdad de la funcion
boolena f(x) ® (a,x) es 2"~ + 2%~ para todo a €
F3.

@ x) es equilibrada

Ahora, como consecuencia del resultado anterior, tenemos
la siguiente caracterizacién del soporte de una funcién bent.

Corolario 1: Supongamos que S C Fy con n par. Entonces
S es el soporte de una funcion bent de n variables si y solo
si SA(a @ S) es el soporte de una funcion equilibrada de n
variables para todo a € Fy \ {0}.

Otra consecuencia del teorema 1 es que si f € B, es una
funcién bent, entonces w( f) = 271 +27-1 Ademis, 1 f €
BB,, es una funcién bent y w(1 @ f) = 2"t F 23~

III. RESULTADOS PRINCIPALES

En esta seccién introducimos un proceso iterativo que nos
permitird obtener los soportes de algunas funciones bent de
n variables a partir de una base de F3. A partir de ahora,
suponemos que n = 2k y que U = {wuy, U, ..., Ugk_1, U2k }
es una base de Fy. Para ¢+ = 1,2,...,k, consideramos los
subespacios vectoriales

Gi = EnV {u17u27 o 7u2’i717u2i}7

H; = Env {ug;—1,u2},

de F3. Claramente, dim G; = 2¢ y dim H; = 2. Ademds, si
suponemos que Gy = {0}, entonces

Gi=Gi.19H;, vy Gi-1NH;= {O}a

con lo que G; es la suma directa de GG;_1 y H;. En particular,
Gy =
Por conveniencia en la notacién, nos referiremos a los

elementos de H;, parai=1,2,...,k, como
a(()i) =0, a?) = U2i—1, aéi) = U2 Yy a;(;i) = Ugz;—1 D U2;.

Utilizando los conjuntos G;_;1 y los elementos de H;,
para ¢ = 1,2,..., k, definimos unos subconjuntos de G; con
ciertas propiedades de manera que, al final del proceso, los
subconjuntos de G, son los soportes de funciones bent de 2k
variables.

Para p € {0,1,2,3} consideremos los conjuntos

Es evidente que

Gi=B(p)UB(p) y B(p)nBp) =0.

Ademds, si 7,5 € {0,1,2,3} con r # s, entonces B(r) #
B(s).

Ahora, sea (p1,p2,--.,pi—1,pi) € {0,1,2,3}* y suponga-
mos que hemos definido los conjuntos B(p1,pa;...,pi-1) ¥

B(p1,p2,--.,pi—1). Entonces, definimos

B(p17p25 s api—hpi) = (al(:z) S é(plap2a s 7p1—1))

3
U U (a((;) @B(p17p27"'api—1)>7 (1)
q=0
q#pi
E(plap% s Dim1,Di) = (aﬁ,? © B(p1,p2, - - 7}%71))
U U ( W & B( P17P27~-~,pi—1))- (2)

q#m

Nuestro objetivo es probar que para todo (p1, pa, . . -
{0,1,2,3}*, los conjuntos

7pk) €

B(p17p27"'7pk) y B(plap2a"'7pk:)

son los soportes de dos funciones bent de 2k variables, de
manera que una es la funcién complementaria de la otra.
Los lemas siguientes, cuya demostracién se puede hacer por
induccién, permiten simplificar el resultado antes mencionado.

Lema 1: Sii € {1,2,...,k}y (p1,p2,...,p:) € {0,1,2,3},
entonces:

(@ G; = B(p1,p2,...,pi) UB(p1,p2,- -, pi),

(b) B(pl»p%"'apz)mB(plvp% "vpz):(b

(C) ’B b1,P2,---,Pi | = -1 _2i_1:

@ |B(p1,pa,....pi)| =221 + 2071,



Lema 2: Si i € {1,2,...,k}, (p1,p2,...,pi) € {0,1,2,3}
y u € G; \ {0}, entonces:

(@) |A P1s-- e, Di) N (u@g(ph---,]%)ﬂ = 22Z:72 - 21:717

) |B( 'api)m(u@B<p/l\a"'7pi))|:22Z72+2.74717

) |§(p y P25 - - apl) N (’U,@B(php%. . 7Pz))| - 221_727

(d) |B(p17p2a s apl) N (U@B(p17p27' . 7p1))| =222,

Estos resultados permiten probar que los conjuntos

B(p1,p2,---,pk) Y B(pl,pg, ..., px) son los soportes de una
funcién bent de 2k variables y su complementaria, respectiva-
mente.

7pk) € {Oa 1a273}k’

y B(pi,p2, ...

Teorema 2: Si (p1,p2,. .. los conjuntos

B(plap27"'7pk) apk)

son los soportes de dos funciones bent de 2k variables de
manera que una es la funcion complementaria de la otra.

Demostracién: Supongamos que u € F2* \ {0}. Puesto

que F2*¥ = Gy, por los lemas 1 y 2 tenemos que
|B(p1,p2, - pk) A (w® B(p1,p2, .-, pi)) |
= |B(p1,p2,- .- px)| + |u @ B(p1,p2, ..., px)|
—2|B(p1,p2,...,pk.)ﬂ(uEBB(pl,pg,...,pk))|
_ 92kl _gk—1 4 92%k—1 _ok—1_ o (221@72 _ 21%1)
— 92k—1

)

con lo que el conjunto

B(p17p27"'apk) A(u®B(p17p27 7pk?))

es el soporte de una funcién equilibrada de 2k variables.
Abhora, por el corolario 1, concluimos que B(p1,p2,---,Pk)
es el soporte de una funcién bent f(x) de 2k variables y, por
el lema 1, tenemos que E(pl,pg, ...,pr) es el soporte de la
funcién complementaria 1 @ f(x). [ |
Para contar el nimero de funciones bent proporcionadas
por el teorema 2 necesitamos el resultado siguiente, cuya
demostracion se sigue facilmente por induccién.

Teorema 3: Supongamos que i € {1,2,...,k} y considere-

mos (p1,p2,.--,0i), (q1,q2,---,q;) € {0,1,2,3}. Si existe
l e {172a"'7i_ 1} tal que p1 = q1, P2 = 42, ..., Pt = 4,
pero pi+1 # qi+1, entonces
B(p17p27'"aplapl+17pl+27---pl+m)
# B(p1,p2, -, DL Q415 Q1425 - - - Qiem),
B(p1,p2,- - D1, D141, D425 - - - Pitm)
7éB(p17p27'"aplaql+17ql+2a"'ql+m)
param=1,2,...,1—1L.

Asi, como consecuencia de este resultado obtenemos el
nimero de soportes de funciones bent que podemos construir.

Corolario 2: Para una base de T2, el niimero de Sfunciones
bent de 2k variables que podemos construir de acuerdo con
el proceso descrito anterioremente es 22F+1,

(p1,p2) B(p1,p2) B(p1,p2)

©,0) 1,2,3,4,8,12  0,5,6,7,9,10,11, 13,14, 15
(0,1) 0,5,6,7,8,12 1,2,3,4,9,10,11,13,14,15
(0.2)  0,4,9,10,11,12  1,2,3,5,6,7.8,13,14, 15
(0,3)  0,4,8,13,14,15  1,2,3,5,6,7,9,10,11,12
(1,0) 0,2,3,5,9,13  1,4,6,7,8,10,11,12, 14,15
(1,1) 1,4,6,7,9,13  0,2,3,5,8,10,11,12,14,15
(1.2)  1,5,8,10,11,13  0,2,3,4,6,7,9,12,14, 15
(1.3)  1.5.9.12,14.15  0.2.3.4.6.7.8.10,11,13
(2,0) 0,1,3,6,10,14  2,4,5,7,8,9,11,12,13,15
2,1) 2,4,5,7,10,14 0,1,3,6,8,9,11,12,13,15
(2,2) 26,80911,14 0,1,3,4,5,7,10,12,13,15
(2,3)  2,6,10,12,13,15 ,1,3,4,5,7,8,9,11,14
(3,0) 0,1,2,7,11,15  3,4,5,6,8,9,10,12,13, 14
(3,1 3.4.5.6,11,15  0,1,2.7,8.9,10,12,13, 14
(3,2) 3,7,8,9,10,15 0,1,2,4,5,6,11,12,13,14
(3,3)  3,7,11,12,13,14 .1,2,4,5.6,8.9,10,15

TABLA 1
SOPORTES DE LAS FUNCIONES BENT CONSTRUIDAS CON LA BASE U DEL
EJEMPLO 1

Surge ahora, de modo natural, la siguiente pregunta: ¢si U
y V son dos bases distintas de F2*, las 221 funciones bent
obtenidas a partir de la base U/ son distintas de las 22¢+1
funciones bent obtenidas a partir de la base V? Puesto que el
nimero de bases distintas de F3* (véase [25, pagina 46]) es

[1:%5 1 (22% — 27), podemos construir
2%k—1
22h T (22% — 29
i=0
funciones bent de 2k variables. Asi, para k = 2, pode-

mos construir 645120 funciones bent. Sin embargo, es bien
conocido que solamente hay 896 funciones bent distintas
de 4 variables. Por tanto, deben haber bases distintas que
proporcionan las mismas funciones bent, tal como vemos en
el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1: Supongamos que k£ = 2 y consideremos las bases
U=1{1,2,4,8}yV = {6,7,9,13} de Fj. Las tablas I y
IT recogen los soportes de las funciones bent que podemos
construir con dichas bases utilizando el procedimiento descrito
en esta seccion. Como podemos ver, obtenemos las mismas
funciones bent en ambos casos, aunque para diferentes valores
de (p17p2) € {07]-’2’3}2' O

Si necesitamos poner de manifiesto que hemos utilizado la
base U = {u1,Us, ..., Usk_1, Uz} en la construccién de los
conjuntos de las expresiones (1) y (2), escribimos

Bu(plap27"'7pk) y Bu(plap2a"'7pk:)~

Ademds, si nos fijamos detenidamente en las expresiones
(1) y (2) vemos que los conjuntos anteriores dependen de
los subespacios vectoriales H; = Env {ug;_1,us;}, para
i=1,2,...,k, mas que de la base {wus;_1,us;} considerada.
Por tanto, podemos establecer el siguiente resultado.

Lema 3: Supongamos que U = {u1,ua,... , Usp_1,Us} ¥
V = {vy,vs,...,V2,_1,V2r} son dos bases de F3¥. Si existe
re{l,2,...,k} tal que

. (’021'7171721‘) =

KA}

(wo;_1,u9;) parai € {1,2,...



(p1,p2) B(p1,p2) B(p1,p2)

(0,0) 3,7,11,12,13,14 0,1,2,4,5,6,8,9,10,15
(0,1) 0,1,2,7,11,15 3,4,5,6,8,9,10,12,13,14
(0,2) 0,4,9,10,11,12 1,2,3,5,6,7,8,13,14,15
(0,3) 0,5,6,7,8,12 1,2,3,4,9,10,11,13,14,15
(1,0) 0,4,8,13,14,15 1,2,3,5,6,7,9,10,11,12
(1,1) 1,2,3,4,8,12 0,5,6,7,9,10,11,13,14,15
(1,2) 3,7,8,9,10,15 0,1,2,4,5,6,11,12,13,14
(1,3) 3,4,5,6,11,15 0,1,2,7,8,9,10,12,13,14
(2,0) 0,1,3,6,10,14 2,4,5,7,8,9,11,12,13,15
(2,1) 2,6,10,12,13,15 0,1,3,4,5,7,8,9,11,14
(2,2) 1,4,6,7,9,13 0,2,3,5,8,10,11,12,14,15
(2,3) 1,5,8,10,11,13 0, ,4,6,7,9,12,14,15
(3,0) 0,2,3,5,9,13 1,4,6,7,8,10,11,12,14,15
(3,1) 1,5,9,12,14,15 0,2,3,4,6,7,8,10,11,13
(3,2) 2,4,5,7,10,14 0,1,3,6,8,9,11,12,13,15
(3,3) 2,6,8,9,11,14 0,1,3,4,5,7,10,12,13,15

TABLA 1I
SOPORTES DE LAS FUNCIONES BENT CONSTRUIDAS CON LA BASE V DEL
EJEMPLO 1

o Env{vo,_1,v2,.} = Env {us,_1,us},

entonces
(@ Bu(pi,p2;---pk) = Byv(p1,p2, .-, Pk),
(b) BU(plupQu e 7pk:) = BV(p17p27 cee 7Pk;)

,pk) € {0,1,2,3}".

Ademais, el orden en el que cada par de vectores aparece en
la base no es importante, como establecemos en el resultado
siguiente.

para todo (p1,po, - .-

Lema 4: Supongamos que U = {uy,us, ..., Usk_1,U2k} Y
V = {v,vs,..., Va1, V2 } son dos bases de F3F. Si existen
rys €{1,2,...,k} (con r < s) tales que

° ('1)21'_1,’1}%) = (ugi_l,u%), para 7 # r,s,

. (02r—1,1)2r) = (u25—17u2s)r

. (025717025) = (U2r717U2r),

entonces
BU(plvaa"'7p7“a"'7p87"'>pk)
= BV(p17p27' ey Dsyee ey Prye e 7pk)7
Bu(p17p27"'7p7“7"'7ps7"~7pk)
= BV(p17p27"'7pS7"'7pT‘7"'7pk>a

7pk) € {07 17 27 B}k

Ahora, como consecuencia de los lemas 3 y 4 tenemos el
resultado siguiente.

para todo (p1,pa,...

Teorema 4: Supongamos que U = {u1,us, ..., Usp—1, Uk}
yV = {v1,v2,...,02,_1,Var} son bases de F3* tales que
{ugi—1,u2;} y {vo;_1,v2;} son bases de Gauss-Jordan de
cardinalidad 2. Si o es una permutacion de {1,2,... k} tal
que

(v2i-1,v2;) = (u2o(i)—1vu20(i)) para i=1,2,...k,

entonces U y V proporcionan los soportes de las mismas
funciones bent de 2k variables.

Por tanto, a partir de ahora, ademds de suponer que
{ug;_1,us;} es una base de Gauss-Jordan de cardinalidad 2,

k Segundos Nimero de soportes
2 0.0276 25
3 0.2923 27
4 4.7412 29
5 74.5827 ol1
6 1215.0815 213
7 21347.9378 2'°
TABLA III

PARA UNA BASE DADA, TIEMPO NECESARIO (EN SEGUNDOS) PARA
OBTENER TODOS LOS SOPORTES DE FUNCIONES BENT DE 2k VARIABLES
PARA DIFERENTES VALORES DE k

supondremos también que ;1 > ugj_; (en orden lexi-
cogréfico) si ¢ < j. Puesto que cada subespacio de dimensién
2 tiene 6 bases diferentes, pero solamente una de ellas es
una base de Gauss-Jordan de cardinalidad 2, tenemos que el
ndmero de bases de F2¥ que satisfacen dichas condiciones es

[T, (2*F —27)
6k - k!

En particular, para £ = 2 tenemos 280 bases que satisfacen
dichas condiciones. En consecuencia, de acuerdo con el coro-
lario 2, podemos construir 2° - 280 = 8960 funciones bent
de 4 variables. Recordemos que el nimero de funciones bent
distintas de 4 variables es 896 (448 con peso 6 y otras 448
con peso 10). Una bisqueda exhaustiva por ordenador permite

obtener las 896 funciones bent a partir de las siguientes 28
bases de F3:

{8,7:5,3}, {8,7:;4,2}, {8,7:4,1}, {8721}
{8,6;5,2}, {8,6;4,3}, {8,6;4,1}, {8,6;2,1}
{8,5:6,1}, {8,5;4,3}, {8,5:4,2}, {8,5;2,1}
{8,4:6,1}, {8,4;5,3}, {8,4;52}, {84;2,1}
{8,3:6,1}, {8,3;5,2}, {8,3;4,2}, {8,3;4,1}
{8,2:6,1}, {8,2;5,3}, {8,2,4,3}, {8,2:4,1}
{8,1:5,3}, {8,1;5,2}, {8,1:4,3}, {8,1;4,2}.

Por tanto, nuestra construccién permite obtener todas las
funciones bent de 4 variables, cosa que no ocurre con otras
construcciones.

Para k = 3 no es posible obtener una clasificacién completa
similar a la clasificacién anterior, ya que el nimero de bases
que satisfacen las condiciones requeridas es, en este caso,
15554 560. Por otro lado, en el supuesto de que las funciones
bent obtenidas a partir de cada una de dichas bases fueran
distintas (cosa bastante improbable visto lo que ocurre para 4
variables), tendrfamos 223+1.15 554 560 = 1 990 983 680 fun-
ciones bent de 6 variables, pero como el nimero de funciones
bent distintas de 6 variables es 5 425 430 528 (véase, [6], [20]),
podemos afirmar que nuestra construccién no permite obtener
todas las funciones bent de 6 variables y, por tanto, tampoco
las funciones bent con mds de 8 variables. En la seccién IV
veremos cdmo mejorar el proceso descrito en esta seccion.

Finalmente, en la tabla III, vemos el tiempo (en segundos)
necesario para obtener, en un ordenador personal, los 92k+1



soportes de funciones bent de 2k variables a partir de la misma
base de 5. Es importante mencionar que el tiempo medio
necesario para obtener de forma aleatoria los soportes de 100
funciones bent de 4 variables (es decir, para k = 2) fue de
6.56 segundos; sin embargo, después de mds de 250 horas
de célculo, no obtuvimos (de forma aleatoria), ningtin soporte
correspondiente a una funcién bent de 6 variables (es decir,
para k = 3).

IV. MAS RESULTADOS

En toda esta seccién suponemos que k y [ son dos enteros
fijos tales que 3 < I < k. Sea By el conjunto de todas
las funciones bent de 2 variables y denotemos por B(Q}) el
conjunto de todas las funciones bent de 2! variables que
podemos obtener mediante la construccién introducida en la
seccion III. Claramente Bg) C By; y, de acuerdo con lo dicho
al final de dicha seccidn, la inclusidn anterior es estricta, con lo
que Bg) = le\BS) # () es el conjunto de todas las funciones
bent que no podemos obtener mediante dicha construccion.
Sea f € B{Y tal que w(f) = 22/~1 — 2!~ y denotemos por
Ay A los soportes de f y 1 ® f respectivamente.

Por otro lado, si identificamos el vector v € F2' con el
vector (0x(x—1),v) € F3*, podemos suponer que G; = F3' es
un subespacio vectorial de dimensi6n 2/ de F2*. De esta forma
los subconjuntos Ay A de G satisfacen las propiedades:

e G) :AUAy AﬁAzA(Z),

‘A‘ —_ 22l—1 _ 2l—1 y ’A’ _ 22l—1 + 2l—1'

Sea {ui,ug,..., Uz _1, U} una base de G; y considere-
MOS Uayy1, Uit 2, - -, Wak_1,Usk € F3F de manera que:

o {wi, U, w1, Uap, Unir, Woig2, - U1, Uk}

es una base de F2k,

. {’u,gi_l,'u,gi}, parai =1[0+1,14+2,...,

Gauss-Jordan de cardinalidad 2,
e Uy_1 > Uy (en orden lexicogrifico), si [ +1 <7 <
Jj<k.

Parai=1+1,1+2,...,

vectoriales

k, es una base de

k, consideramos los subespacios

Gi = Env {u17u2> sy U211, U2Q, - - - 7u2i717u2i}7

H;, = Env {ug;—1,u2},
de F2*. Claramente, dim G; = 2i y dim H; = 2. Ademds,

G;=Gi—1 d H; y Gi-1NH; = {O}»

con lo que G; es la suma directa de G;_1 y H;.

Igual que en la seccién III, por conveniencia en la notacion,
nos referiremos a los elementos de H,;, para ¢ = [ + 1,1 +
2,...,k, como

al) — 0, a (i) (i)

1. = U2i—1, Gy = U2 Y @3~ = Ugi—1 D uz;.

Para p € {0,1,2,3} consideramos los conjuntos

C(p) = (ag“) & E) U O (afj“) @ A) ,

a#p

3

C(p) = (aéHl) @A) U ( (1+1) @A)

q=0
#p

Ahora, si (p1,p2,---,pi—1,p:) € {0,1,2,3}® y suponemos
que hemos definido los conjuntos C(p1,p2,...,pi-1) ¥y
C(p1,p2,---,pi—1), podemos definir
(? D a(plap% cee 7pi71))

C(plaPQa cee vpiflvpi) = (a

U U ( (@) @Cp17p27"'7pi—1))7
q#m

a(plaPQa e 7pi717pi) = (a(? @ C(plap27 e 7pi71))

U U ( )@ p17p27~"7pi71)>~

q;ﬁm

Asi, mediante los mismos argumentos utilizados en
la seccién III, es facil comprobar que los lemas 1 y
2 contindan siendo vélidos si cambiamos los conjuntos
B(p1,p2,---,pi—1,pi) ¥ B(pl,pg,...,pz,l,pl) por los con-
juntos C(p1,p2. ... pi—1,0i) ¥ C(p1,p2.- .., pi—1,Di) Tes-
pectivamente. Ademas, el teorema 2 también es valido si cam-
biamos los conjuntos B(p1,p2,...,pr) ¥ B(p1,p2,--.,pk)
por los conjuntos C(p1,pa,...,pe—1) ¥ C(p1,02,- -, Pk—1)
respectivamente. Finalmente, el teorema 3 también permite
afirmar que los soportes de las funciones bent de 2k variables
obtenidas de esta forma son distintos de los soportes de
las funciones bent de 2k variables obtenidos a partir de la
construccién de la seccién II1.

V. CONCLUSIONES Y LINEAS FUTURAS

En este articulo utilizamos una base de F2* para construir
22k+1 conjuntos en F2* que son los soportes de funciones bent
de 2k variables. La mitad de las funciones bent obtenidas son
las funciones complementarias de la otra mitad.

Ponemos de manifiesto que dos bases distintas pueden pro-
porcionar las mismas funciones bent y damos una clasificacion
completa para el caso k = 2; es decir, para las funciones bent
de 4 variables. Sin embargo, no hemos podido establecer una
clasificaciéon andloga para k£ > 2, con lo que es necesario
profundizar mds en esta construccién para determinar bajo
qué condiciones dos bases distintas proporcionan las mismas
funciones bent.

Nuestra construccion permite obtener todas las funciones
bent de 4 variables, pero no todas las funciones bent de mds
variables. Sin embargo, partiendo del soporte de una funcién
bent de 2! variables, con 3 <[ < k, que no se pueda obtener
con dicha construccién, podemos iniciar un proceso iterativo
similar y otener mds funciones bent. Estas nuevas funciones
bent son distintas de las obtenidas con la construccién de la
seccion III, pero no hemos podido establecer bajo qué condi-
ciones se da la igualdad entre las funciones bent obtenidas.
Esto serd objeto de un trabajo posterior.
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